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Resumo: Este trabalho expde formalmente as ménadas (monads) da programacao funcional e sua fun-
damentacdo pela Teoria das Categorias, a partir da distincdo entre valores e computacdes de Eugenio
Moggi, sistematizada por Philip Wadler. Partindo da extensdo de fungdes parciais, define-se a estrutura
monddica por sua unidade e multiplicacdo e demonstra-se o resultado central: as leis do bind decorrem
das leis de coeréncia com a naturalidade e equivalem a que a composi¢do de Kleisli seja uma composi¢cao
categorial, com identidades dadas pela unidade. As mdnadas de excecdo e de estado sdo construidas e
verificadas, e sua composi¢do ¢ analisada por meio de leis distributivas: a monada de excegdo distribui
sobre qualquer monada, mas demonstra-se que, havendo ao menos dois estados e algum valor de erro, a
monada de estado ndo admite lei distributiva sobre a de exce¢do, um resultado de impossibilidade.
Palavras-chave: Monadas, Programacio Funcional, Teoria das Categorias, Categoria de Kleisli, Leis
Distributivas.

Introducao: O Problema da Pureza e da Modularidade

Em linguagens puramente funcionais, as expressdes denotam valores e gozam de transparéncia re-
ferencial, o que sustenta o raciocinio equacional e viabiliza a avaliagdo preguicosa. Com efeitos como
estado mutdvel ou exce¢des, porém, a avaliacdo deixa de ser puramente equacional e a ordem de avalia-
¢do pode importar [7]; representd-los explicitamente (recebendo e devolvendo o estado em cada funcgio,
por exemplo) sobrecarrega cada etapa e dificulta a composic¢do dos programas.

Moggi [5] propds representar essas nocdes de computacio por monadas (monads), distinguindo o
valor produzido da computacdo que o produz, cuja natureza depende do efeito, e Wadler [7] levou-as a
programacao funcional. Na Secdo 1, introduzimos a ménada, o bind e as leis monddicas; na Secdo 2,
provamos a correspondéncia entre as formulacdes operacional e categorial, construimos as ménadas de
excegdo e de estado e analisamos sua composic¢ao por leis distributivas.

1 Fundamentos: Monadas como Nocoes de Computaciao

Antes da defini¢do geral, um exemplo familiar. Uma funcio parcial A — B pode ser totalizada
como f:A— B+E, em que B+ E ¢é o coproduto em Set (a unido disjunta), com injecdes 1,1, €
E = {_L} representa a auséncia de resultado. Pondo inv(x) =1;(1/x) parax#0e 1o(L) parax=0, e
raiz(x) =1;(y/x) parax > 0 e 1p(L) parax < 0, obtemos fungdes rotais R — R+ E, que ndo se compdem:
raiz espera um nimero, e inv devolve um elemento de R + E. Estende-se entdo raiz a raiz" : R+ FE —
R+ E, com raiz*(1;(y)) = raiz(y) e raiz*(12(L)) = 12(L), e compde-se: raiz*oinv é a fungdo parcial
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X \/m definida exatamente para x > 0. Duas observacdes organizam o que segue: todo valor se 1€
como computagdo sem erro, por N (x) = 1;(x), neutra para essa composi¢do; e a extensdo (—)* repete,
para cada f, o mesmo gesto de propagar o erro e prosseguir no sucesso. E esse gesto que a mdnada isola:
B+ E € um caso particular da forma geral 7B, com (—) + E substituido por um endofuntor arbitrario.

Seguindo Moggi [5], seja ¥ uma categoria cujos objetos representam tipos; uma computacio que
produz valores de tipo A é um objeto TA, com T um endofuntor de %, cujo significado depende da
monada e ndo se reduz a “um valor mais um contexto”: na de exce¢do, um elemento de 7A é um
sucesso ou um erro; na de estado, uma computacdo que transforma estados (Secdo 2.2). “Contexto
computacional” é s6 um nome genérico. Escrevemos T2 :=T oT, T? :=T oT? e A € € para “A é objeto
de €”; os enunciados gerais sdo livres de elementos (point-free), e a notagdo x € A, f(x) indica que
estamos em Set.

1.1 A Estrutura Monadica

Defini¢ao 1.1 (Monada). Uma ménada sobre ¢ é uma tripla (7,1, 1) formada por um endofuntor 7 :
% — € e transformagdes naturais 1 : Idg = T (unidade) e u : T> = T (multiplicacdo) tais que, para
todo A € € [3, 5],

’I«LAO,UTA:I»LAOT(.UA), .UAOTITA:idTA:.uAOT(nA)-‘

A unidade m4 : A — TA insere um valor no contexto sem produzir efeito algum; a multiplicagdo
U : T?A — TA funde duas camadas de contexto em uma, especificando como se acumulam os efeitos
de duas etapas consecutivas. E nessa escolha que reside o contetido seméntico de cada ménada. A
naturalidade significa que, para todo f: A — B, T(f)ona = ngo f e ugo T*(f) = T(f) o ta, isto é,
N e U sdo compativeis com os morfismos da categoria: inserir e depois transformar sob 7' equivale a
transformar e depois inserir, e fundir camadas comuta com aplicar f dentro delas. Essa exigéncia ndo é
dispensdvel: € ela que permite deslocar 1 e u através de 7'(f) nas demonstracdes da Secédo 2.1, e por
isso as leis do bind decorrem da estrutura em vez de serem axiomas independentes.

1.2 Extensao de Kleisli, Bind e Leis Monadicas

Definicao 1.2 (Extensdo e composicio de Kleisli). A extensdo de Kleisli de um morfismo f: A — TB
é f*:=ugoT(f):TA — TB, e a composi¢cdo de Kleisli de f com g: B —TC é gor f:=g"of =
HeoT(g)o f.

") e M, pc

\/

gorf

O morfismo g, que espera um valor de tipo B, ndo se aplica a T'B; aplica-se T'(g), que age sob o contexto
e devolve duas camadas, fundidas por pc. E o gesto do exemplo de abertura, agora em qualquer monada.

Na programacio funcional, a extensio aparece como o encadeamento bind [7]: em Set, param € TA,
m>>= f:= f*(m) = ug(T(f)(m)) € TB, isto é, T(f) gera duas camadas, que g funde. O bind é a
notacdo operacional de (—)*, e gor f = Ax. f(x) >>=g. Suas trés leis [5, 7] s@o as leis de identidade
e associatividade da composicdo de Kleisli oy, com identidades 1,; enunciamo-las em forma livre de
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elementos, para f :A—TBeg:B—TC,eem Set,paraxc Aemc TA:

ffona=Ff, Na(x) >=f = f(x), (1)
(Na)* =idra, m>>= 1y = m, (2)
(g of) =g of, (m>>= f) >>=g = m>>= (Ax. f(x) >=g). 3)

Assim, por (1) e (2), n nao introduz efeito e é neutra para o7, e, por (3), o resultado ndo depende do
agrupamento das etapas. O bind ndo é, portanto, uma operacio ad hoc: suas leis traduzem uma estrutura
categorial, o que a Proposicdo 2.2 torna preciso. (Varidveis livres, como na notagdo do, exigem ainda
uma forca A x TB — T (A x B) [5].)

2 Formalizacao Categorial: Coeréncia, Correspondéncia e Exemplos

Em forma diagramatica, as leis da Defini¢do 1.1 afirmam que comutam os diagramas

T3A L) T2A TA Nra T2A < T(na) TA
ol s o
id7a idra
T?A —— TA TA

isto &, a fusdo de trés camadas nao depende do agrupamento, e uma camada acrescentada “por fora”
(N74) ou “por dentro” (T'(n4)) é desfeita por 4.

2.1 A Correspondéncia entre as Formulacoes Operacional e Categorial

Proposicao 2.1. Se (T,n,1) é uma monada sobre €, (1) a (3) valem para quaisquer f:A — TB e
g:B—TC.

Demonstracdo. Cada lei usa uma parte da Defini¢do 1.1: (1), a naturalidade de 1) e a unidade externa;
(2), a unidade interna; (3), a funtorialidade de T, a associatividade de y e a naturalidade de u. Em
(1), ffona=ugoT(f)ona =ugonrgo f = f. A igualdade (2) € a lei de unidade interna: (14)* =
paoT(Na) = idra. Em (3), a naturalidade de u aplicada a g fornece urc o T?(g) = T(g) o up; as trés
primeiras igualdades abaixo usam, nessa ordem, funtorialidade, associatividade e naturalidade:

(870 f)" = ucoT(uc)oT*(g) o T(f) = HcopircoT?(8) o T(f)
=HcoT(g)opgoT(f) =g of" O

Proposicao 2.2 (Bind e composi¢do de Kleisli). Suponha dados, para cada A € €, um objeto TA e
um morfismo Ny : A — TA e, para cada f: A — TB, um morfismo f*: TA — TB, e defina gor f :=
g"o f. Entdo (1) a (3) valem se, e somente se, €1, com os objetos de €, Homy, (A,B) := Homy (A, TB),
composigdo or e identidades My, é uma categoria (isto é, oy é composigdo categorial com identidades
dadas pela unidade). Em particular, para toda ménada, €t é uma categoria, a categoria de Kleisli.

Demonstracdo. Sejam f:A —TB,g:B—TCeh:C— TD. Se as leis valem, forng = f*ons = f,
Neor f=Mg)*of =fehor(gorf)=h"og*of=(h*og)*of=(horg)or f. Reciprocamente, se
¢r é uma categoria, forna = f é(1); alei ngor f = f aplicada a f :=idrp € Hom¢, (TB,B) di (2);e a
associatividade aplicada a idrs € Homy, (TA,A), fegdd g*o f* =gor (foridra) = (gor f)oridra =
(g% o f)*, que é (3). A tltima afirmagdo segue da Proposicao 2.1. O
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Programar com bind é, assim, compor morfismos em %7. A Proposicdo 2.2 ndo pressupde uma
monada, e de fato uma tripla de Kleisli (T,n,(—)*), com T dado s6 nos objetos e satisfazendo (1) a (3),
basta para reconstrui-la, com T(f) := (ngo f)* para f : A — B e Uy := (idra)*, e as leis fornecem a
funtorialidade, a naturalidade e a coeréncia. As construcdes sao mutuamente inversas [4, 5]: monada e
tripla de Kleisli apresentam a mesma estrutura.

2.2 As Monadas de Excecao e de Estado

Seja € uma categoria com coprodutos bindrios e E € 4 um objeto de erros. Denotamos por 11,1,
as inje¢des de um coproduto, por [u,v] o copareamento e, parau:X — X' ev:Y =Y/ poru+v:=
[t ou, 10v|, de modo que (u+v)oty =110u, (u+v)ol, =1ove + & funtorial. Abaixo, 11,1, sdo as
inje¢cdesde A+E e, asde (A+E)+E. Amonada de excecdo é dadapor TA=A+E, T(f)=f+idg,
Na=11€Us= [idA+E, 12] :(A+E)+E — A+ E. Assim, uy funde dois niveis de sucesso e preserva
um erro de qualquer nivel, e f* recupera a extensdo da Se¢do 1; E = 1 terminal dd a monada Maybe.

Proposicao 2.3. A tripla (T,n, 1) acima é uma monada sobre €.

Demonstracdo. A funtorialidade de T e a naturalidade de 17 decorrem das identidades sobre u 4 v. As
demais igualdades tém dominio coproduto, e u,v: X +Y — Z sdo iguais se, e somente se, uol] =volj e
uoly =vol (unicidade na propriedade universal do coproduto). Detalhamos a unidade interna; as outras
sdo andlogas. Sobre 11, tem-se fiy 0T (1M4) 01 = g 011 0Mg = N4 = 11; Sobre 1, tem-se Uy o T (MN4) 01 =
Ha o h=1. Logo Ha © T(T]A) = idA+E. ]

Em Set, fixado um conjunto S de estados, a ménada de estado tem TA = (A x S): uma computagio
h:S— A x S recebe um estado e devolve um valor e um novo estado. Definem-se 7'(f)(h) = (f xids)oh,
Na(x) = As. (x,5) e pa(F)(s) = g(s') se F(s) = (g,s'), emque F € T?A = ((Ax S)5 x S)S produz, a partir
de s, uma computacdo g e um estado intermediario s’. Esta construgdo usa produtos e exponenciais, vale
em qualquer categoria cartesiana fechada e provém da adjungio (— x §) - (—)5 [3].

Proposicao 2.4. A tripla (T,n, L) acima é uma ménada sobre Set.

Demonstragdo. A funtorialidade de T e a naturalidade de 1 s@o imediatas, e a naturalidade de ut segue de
T2(f)(F)(s) = (T(f)(g),s') quando F(s) = (g,s'). Nas unidades, p4(n7a(h))(s) = h(s) e, escrevendo
h(s) = (a,s1), na(T(na)(h))(s) = na(a)(s1) = h(s). Na associatividade, se G(s) = (F,s1) e F(s1) =
(h,s2), ambos os lados valem A(sy) em s. O

Um caso concreto: com S = N, a computagéo prox € TN, prox(n) = (n,n+ 1), devolve o contador
atual e o incrementa. Encadeada consigo mesma a partir de s = 0, a primeira etapa produz o valor 0
e o estado 1, e a segunda, 1 e o estado 2: o contador avanca sem que nenhuma etapa o mencione. E
essa passagem implicita que s codifica: em 4 (F)(s), o estado intermediério s” devolvido pela primeira
etapa alimenta a segunda. Rotular elementos com indices sucessivos € esse encadeamento, repetido.

2.3 Limitacées da Composicao entre Monadas

Um programa realista raramente usa um efeito s6 (quer manter estado e poder falhar), o que leva a
perguntar se duas mdnadas se combinam numa terceira. Dadas (T,n7,u”) e (U,nY,uY) sobre €, com-
por os endofuntores é imediato, mas 7 o U ndo herda, em geral, estrutura monddica: para fundir TUTU
em TU € preciso reorganizar o par intercalado UT em TU, e em geral ndo ha transformagdo natural
UT = TU que o faga de modo compativel com as unidades e as multiplicagdes das duas ménadas. Uma
tal transformacdo é uma lei distributiva [1]. Escrevemos (aH)s := aya ¢ (Hat)s := H(0t4). Abaixo,
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(i) e (ii) exprimem a compatibilidade com as unidades (permutar uma camada recém-inserida equivale a
inseri-la j& do outro lado), e (iii) e (iv), com as multiplicacdes (fundir duas camadas e depois permutar
equivale a permutar cada uma e depois fundir).

Definicao 2.5 (Lei distributiva). Uma lei distributiva de U sobre T é uma transformacdo natural A :
UoT = ToU tal que

(i) AonUT=TnY :T=TU, (i) AouT=TuYoAUocUA :UT =TU,
() AoUnT=n"U U=TU, (iv) AoUuT =p"UoTAoAT :UT?>=TU.

Dada A, T oU é uma mdnada [1], com unidade 1/, onY e a multiplicagdo

A 1, T(uY
rutva 2% rruva 224 roua MY ra,
em que A troca o par intercalado UT por TU, e cada mdnada funde entdo as suas camadas. Uma lei
distributiva de T sobre U, T oU = U o T, satisfaz (i) a (iv) com T e U permutados e torna U o T uma
monada. A seguir, U € a monada de excecdo, UA =A+E.

Proposicao 2.6 (A excegdo distribui sobre qualquer monada). Para toda ménada T sobre €, Ay =
[T(1), Nipotr] :TA+E — T(A+E) é uma lei distributiva de U sobre T; logo A — T(A+E) é uma
monada.

Esbo¢o. Como na Proposi¢io 2.3, compara-se sobre as inje¢des: (i) é a defini¢do de A ; nas de sucesso, o
resto segue da naturalidade de N7 e u” e das leis de U; nas de erro, ambos os lados valem 17 ypok. U

A excegdo é compativel com uma monada arbitraria porque A s6 usa o que toda mdnada possui,
independentemente da estrutura especifica de T': no sucesso, T (1;); no erro, 7 o1, que introduz o erro

em 7" sem efeito algum. Com T de estado, obtém-se A — ((A +E)x S)S, em que o estado sobrevive a
falha. A ordem inversa, (A X S)S + E, ndo se obtém assim, por uma razio semantica: o erro esta fora da
funcdo, e uma computacgdo que falha nio reporta estado final, embora falhar dependa do estado lido. O
resultado seguinte nao € uma construcdo, mas uma impossibilidade, sob hipdteses explicitas sobre S e E.

Proposicao 2.7 (Impossibilidade). Sejam T a monada de estado sobre Set, com S tendo ao menos dois
elementos, e U a monada de excecdo sobre Set, com E = (. Ndo existe lei distributiva de T sobre U.

Demonstracdo. A ideia é que uma computagido que sé produz erros tem de atravessar A como erro;
confrontando isso com (iii’) em dois casos opostos, os dois lados discordam. Suponha, pois, que A :
ToU = UoT seja uma tal lei. Das condi¢des (i) a (iv) com T e U permutados, usaremos apenas (ii’)
MoT(nY)=n¥, e (ii") Moul, =U(ul)oAra 0T (As). Dizemos que k € TUA 56 produz erros se
k(s) € 1(E) x S para todo s.

Passo 1: se k € TUA s6 produz erros, As (k) é um erro. Se k(s) = (12(es),ts), entdo k = TU(!)(ko), com
1:0— Aeko(s):= (12(es),t5) € UD x S. Por naturalidade, A4 (k) =UT(!)(Ap(ko)). Como S # 0, TO =0
eUTO =0+E; logo (ko) = 1z(¢’) para algum ¢’ € E, e 4 (k) = 12(¢').

Passo 2: os dois casos possiveis para 2a(w) contradizem (iil'). Fixe A = {x}, so #sjem S, e € E e
w € TUA dada por w(sg) = (11(x),s0) e w(s) = (12(e),s) para s # so: w s6 tem sucesso ao ler so.

Caso 24 (w) = 1o(¢'). Tome z:= As.(w,s0) € T?UA. Entdo ul,(z) = As.(11(%),50) = T(nY)(c), com
¢ :=As.(x,50), e por (ii’) o lado esquerdo de (iii") € o sucesso 1;(c); mas T (A4)(z) = As. (12(€'),s0) s6
produz erros, e pelo Passo 1 (no objeto TA) Az4 o leva num erro, que U(ul) = ul +idg preserva.

Caso As(w) = 11 (h). Tome z:= As. (w,s;). Entdo pu/,(z) = As. (12(e),s1) s6 produz erros, e pelo Passo 1
o lado esquerdo de (iii’) € um erro; mas T'(A4)(z) = As. (11 (h),s1) = T(nY,)(K'), com b := As. (h,s1) €
T?A, e por (ii') o lado direito é o sucesso t; (1] (7). Em ambos os casos, (iii’) falha. O
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Essas dificuldades motivam os monad transformers [2] e os efeitos algébricos [6]: combinar efeitos
€ uma escolha de projeto, ndo uma operacao automadtica.

Conclusao

Este trabalho é predominantemente expositivo e de formalizacdo: ndo propde uma nova teoria de
monadas, mas integra numa s exposicao a defini¢@o categorial, a leitura operacional do bind, a categoria
de Kleisli, as monadas de exce¢do e de estado e as leis distributivas, com demonstracdes explicitas.

O resultado central é que as leis do bind decorrem das leis de coeréncia de 1) e u com sua natura-
lidade (Proposicao 2.1) e valem exatamente quando oy é uma composicao categorial (Proposicao 2.2):
programar com >>= ¢ compor morfismos de Kleisli, e a tripla de Kleisli apresenta a mesma estrutura.
As monadas de excecdo e de estado (Proposicdes 2.3 e 2.4) mostram como a escolha de p fixa o efeito.
Na composicdo de efeitos, a ordem importa: a excegdo distribui sobre qualquer ménada (Proposi¢do
2.6), mas, com ao menos dois estados e algum erro, o estado ndo admite lei distributiva sobre a exce¢ao
(Proposicdo 2.7), um resultado de impossibilidade, e ndo apenas a auséncia de uma construgio.

Como desenvolvimento futuro, pretende-se estudar os monad transformers [2] como forma modular
de combinar efeitos, contornando essa impossibilidade, e compara-los com os efeitos algébricos [6].

Nota sobre o uso de inteligéncia artificial

Na preparacdo deste trabalho utilizou-se o modelo de linguagem Claude Opus 5 (Anthropic) como
auxilio a redagdo e a revisdo do texto e das demonstra¢des. Todo o conteido matematico e as decisdes
de exposic¢do sdo de responsabilidade do autor, que conferiu integralmente o material aqui apresentado.
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